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加权最小二乘算法在机器视觉系统中的应用

杨　剑１
，２，吕乃光１，２，董明利２

（１．北京邮电大学，电子工程学院，北京１００８７６；

（２．北京信息科技大学，光电信息与通信工程学院，北京１００１９２）

摘要：为了进一步提高机器视觉的重建精度，对相机站位和重建精度之间的关系进行了分析，并在此基础上估计权值，将

加权的最小二乘算法应用于机器视觉系统的三维重建算法中。利用参数方程描述了机器视觉系统，推导了空间点三维

重建的参数方程解法。利用误差传递原理，分析了从相机像平面上协方差到物空间协方差的传递过程，给出了误差传递

和相机布局的直接关系。然后，利用得到的物空间协方差估计加权最小二乘算法的权值，最后进行解算。仿真和实验结

果表明：加权最小二乘算法总体上优于普通的最小二乘法，当噪声方差比较小时，两种算法的区别不大。但是当噪声方

差＞０．５时，拍摄像片数量少于３０幅的情况下有更优的精度；对距离为３７．０３１０，２４．９７０４，２６．０１５３ｃｍ的测量中，和普

通最小二乘算法比较，加权最小二乘算法提高的精度平均为０．４ｃｍ。
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１　引　言

　　机器视觉是由多幅图像获取物体三维几何信

息的方法。视觉系统一般基于针孔模型，联立投

影矩阵方程重建特征点。由于存在误差，实践中

常使用最小二乘方法求取特征点［１］。机器视觉系

统的误差分析错综复杂，为了改善系统的重建精

度，研究人员做了许多工作。总体上可以分为三

类：一类是研究网络布局对精度的影响，包括相机

到特征点的距离和相机的旋转矩阵对精度的影响

等［２７］。二类是建立误差模型，利用误差模型修正

含有误差的数据；三类是设计非线性优化算法，利

用优化算法修正实际值和理论值之间的偏

差［１１１３］。

网络布局对重建精度有直接的影响。文献

［２］讨论了双目相机系统布局问题，研究了相机光

轴之间的夹角、基线长度、焦距等对精度的影响，

提出了相机到特征点距离的远近，观测角度等也

会对重建精度带来影响。对于多相机来说，情况

更加复杂，通常使用最小二乘算法求解误差。由

于网络布局属于高维度优化问题，文献［３５］讨论

了如何对相机布局进行优化的问题，提出利用遗

传算法、进化算法、贝叶斯抉择等对网络布局进行

寻优，以达到最佳精度，但是这些方法不能较精确

给出相机站位和测量结果精度之间的关系。文献

［６，７，８］分析了多传感器布局对精度的影响，给出

了融合的方法，并建议利用加权的最小二乘方法

来计算融合结果，以达到提高精度的目的。

由上述分析可知，精度和相机的布局有直接

的关系。共面方程描述的针孔模型和最小二乘算

法是机器视觉系统的算法基础，而最小二乘算法

也是使拟合误差最小的基础。由于相机布局不同

引入的误差不同，对最后结果的影响也不同，但是

最小二乘算法并不能区分这些不同。针对这一问

题，本文将加权的最小二乘算法应用于机器视觉

系统的三维重构算法中，对于布局引起误差较大

的相机，给予较小的权值；误差较小的相机，给予

较大的权值，从而加大布局较好的相机的“贡献”，

改善最小二乘算法拟合的精度。为了估计权值，

必须估计相机的协方差矩阵。但原有的系统模型

算法是基于共面方程的，利用这一算法分析误差

非常困难，所以本文改变了这一基础方程，提出利

用参数方程描述机器视觉系统，并在此基础上给

出了计算权值的方法和加权的最小二乘方法。

２　机器视觉原理和算法

　　 用机器视觉方法进行三维重建，是指用多幅

图像来恢复物体的三维几何形状。用相机组对空

间物体表面任意一点犘（犡，犢，犣），进行摄影如图

１。当选定了世界坐标系后，可得到相机在世界坐

标系下的坐标。犘点的位置将由犛１狆２ 和犛２狆２ 的

交点确定。对摄像机进行标定后，即可知道它的

内外参数，从而得到投影矩阵犕犻（犻＝１，２）。

图１　机器视觉模型
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于是投影方程为：
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式中，狓犻，狔犻（犻＝１，２），是像平面上的坐标，犿
犻
狌狏（犻，

１，２；狏，狌＝１，２，３，４）是投影矩阵的项。

求式（２）可以得到犘（犡，犢，犣）。事实上，通

常进行多相机多角度拍摄时，由于存在误差，方程

是不相容的，一般使用最小二乘法求犘（犡，犢，

犣），然后通过曲面拟合来恢复出三维形状。

上文表明，当相机的站位不同时，最后所得的

结果精度也不同，相机的布局对精度影响较大。

例如，如果将像平面上的点视为圆形，则逆向射出

的直线可组成一个锥形，显然相机离特征点越远，

误差越大。但现有的最小二乘法并不能区分这些

不同。因此，本文提出了加权的最小二乘算法，该

方法对于布局引起误差较大的相机，给予较小的

权值，误差较小的相机，给予较大的权值，从而可

加大布局较好的相机的“贡献”，改善最小二乘算

法拟合的精度。这一方法的关键是估算权值，即

协方差矩阵。但是，利用现有的方法估算协方差

矩阵很复杂，从式（２）可知，用现有的共面方程分

析投影矩阵和协方差阵之间的关系是不可行的。

３　机器视觉加权最小二乘算法

３．１　参数方程

机器视觉的模型如图２所示，对摄像机进行

标定后，即可知其内外参数。从图中可知，犗０犘＝

犗０犗１＋犗１犘，用左上标表示坐标系，在相机坐标系

图２　算法原理图
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中犆犗０犗１＝（０，０，犳），
犆犗１
→
犘＝（狓，狔，０），其中犳表

示焦距，狓，狔表示点在像平面上的坐标。设狌，狏

表示像素值，上标表示坐标系，则
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其中的符号与文献［２］相同。假设相机已经标定，

则可知从相机坐标系到世界坐标系的转换矩阵，

在世界坐标系下，向量狑犗０犘表示为下式
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，

（４）

以狑犗０犘为向量，相机的平移向量为已知点，

则这条射线在世界坐标系下的参数方程可以表示

为，

狑 犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

＝

狓

狔

熿

燀

燄

燅犳

犽犻＋

狋１

狋２

狋

熿

燀

燄

燅３ 犻

， （５）

其中，犽犻 表示比例系数，犻代表相机。狋犻 表示相机

在世界坐标系下的坐标值。将式（５）分解，也就是

将三维空间点分解为３个二维空间点，其中一维

是空间点到相机的距离犽犻。为了解算
狑（狓，狔，狕）

还需要建立犽犻比例约束，当相机数是犻时，有３＋

犻个未知数和３×犻个方程，利用多余的方程可建

立犽犻之间的约束关系。当有两台以上的相机时，

联立方程即可分别求出狑（犡，犢，犣）。这里设有多

个相机时，由于误差的存在需要使用最小二乘法

求解。

上述为参数方程求取过程，参数方程简化了

协方差矩阵的估计。为了推算加权的最小二乘

法，首先需要估算像平面上的协方差阵，从而推导

出重建的协方差阵，由于只是加权的作用，所以并

不需要过分强调它的准确性，只需要准确地估计

不同相机布局“权重”之间的比例。

３．２　像平面上误差

机器视觉系统有多种误差源，包括量化误差、

随机噪声、径向畸变等。虽然误差复杂，但是从图

像上看，在ＣＣＤ晶体格内将误差描述为正态分布

是合理的［９］，其中以像素格中心为期望值，则像素

平面上点的位置可以描述为：

狆～犖（（狓，狔，犳）
Ｔ，Γ狆）， （６）
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式中Γ狆 是３×３矩阵，Γ狆＝

σ
２
狓 ０ ０

０ σ
２
狔 ０

０ ０ σ
２

熿

燀

燄

燅犳

，其中σ
２
犳

是焦距的协方差，如果认为标定过程没有误差，则

σ
２
犳＝０。为了确定σ

２
狓 及σ

２
狔 的值，本文利用文献

［１１］中提到的利用交比不变性原理来确定像点误

差特征的结果，从而可以得到σ
２
狓 和σ

２
狔 的值。

３．３　加权最小二乘

在分析权值的估计问题前，假设机器视觉系

统中相机是相同的，只是站位不同，或者是同一相

机在不同站位上的拍摄，同时像平面上的像点误

差符合正态分布。

首先不加证明地叙述本文中多次用到的结

果：

狔＝犳（狓１，狓２，…，狓狀），则有误差传递公式

　　Δ狔＝
犳
狓１
Δ狓１＋

犳
狓１
Δ狓２＋…＋

犳
狓狀
Δ狓狀． （７）

若随机向量狓的期望值是珚狓，协方差阵为Γ狓，

对于线性变化狔＝犃狓，则下式成立：

珔狔＝犃珚狓，Γ狔＝犃Γ狓犃
Ｔ， （８）

式（８）的一个推论是，若狔＝狓１＋狓２＋…＋狓犖，各

个狓犻互相独立，

珔狔＝∑
犖

犻＝１

珚狓犻，Γ狔 ＝∑
犖

犻＝１

Γ狓犻 ， （９）

本文常用到协方差之逆为犐＝Γ
－１，则当犃为方阵

时，式（８）变形为

犐狔＝犃
－Ｔ犐狓犃

－１． （１０）

　　先考虑单个相机视觉系统，如图２中左边的

相机，在像平面坐标系下，空间点在像平面上的投

影分别是狆（狌，狏），假设相机已经标定过，旋转矩

阵和平移矩阵分别是犚，犜，相机像平面上的协方

差阵为犐ｐｉｃ＝

σ
２
狓 ０ ０

０ σ
２
狔 ０

０ ０ σ
２

熿

燀

燄

燅犳

。

由式（３）可知，在相机坐标系下，向量犗０犘＝（狓，狔，

犳）。由式（４）可知，在世界坐标系下向量描述为

狑犗０犘＝

犿

狀

熿

燀

燄

燅狆

＝犚·狆， （１１）

根据式（１０），

犿

狀

熿

燀

燄

燅狆

的协方差矩阵的逆为

犐＝犚－Ｔ犐ｐｉｃ犚
－１． （１２）

又由式（５）和（１０），知相机对最后结果的“权

重”是

犐犗
０狆
＝
１

犽２
犚－Ｔ犐ｐｉｃ犚

－１， （１３）

式（１３）的物理意义也较为明显，犽越大也就是相

机离物点越远则协方差逆越小，也就是“权重”越

小，同时精度和旋转矩阵密切相关。多相机的情

形很容易在此结果上进行推广。一般地，若互相

独立的观测有狊次，第犻次观测位置相对于世界

坐标系的变换为（犚犻，狋犻），则式（１３）变为：

犐犻＝
１

犽２犻
犚－Ｔ
犻 犐ｐｉｃ犚

－１
犻 ． （１４）

这样已知相机的内外参数后就可以估计权值了。

对布局好的相机标定后，旋转矩阵就是已知

量。当有多台相机时，根据式（５），方程式是冗余

的，所以犽犻 之间的比例是已知的。通过式（１４），

即可得到不同站位相机的权矩阵，对（５）式进行加

权解算。

４　实　验

４．１　对比仿真实验

为了比较最小二乘法和加权的最小二乘法的

优劣，利用 ｍａｔｌａｂ７．０对系统进行仿真实验。在

系统中布置８台相机，其中４台布局较好。在像

平面上加入不同方差的噪声，观察两种算法随噪

声变化的趋势。

设物空间点坐标为（２，１，３），相机内参数焦距

犳＝３ｃｍ，像素单元犱狓＝犱狔＝０．０５ｃｍ，ＣＣＤ平面

中心（狌０，狏０）＝（５，４），采用８个相机系统。坐标

变换中，绕狓，狔，狕轴旋转的角度狉＝（α，β，γ），平

移向量为狋，则８个相机的布局分别是：

狉１＝（狆犻／１２，狆犻／１２，狆犻／２０），狋１＝（２０，２０，３０）；

狉２＝（狆犻／１２，狆犻／１２，狆犻／２０），狋２＝（３０，２０，１０）；

狉３＝（狆犻／１２，狆犻／１０，狆犻／２０），狋３＝（２０，５０，２０）；

狉４＝（狆犻／１０，狆犻／１２，狆犻／２０），狋４＝（２０，２０，５０）；

狉５＝（狆犻／１２，狆犻／５，狆犻／２０），狋５＝（１３０，１２０，２００）；

狉６＝（狆犻／１２，狆犻／１５，狆犻／２０），狋６＝（１２０，１４０，１００）；

狉７＝（狆犻／１２，狆犻／２０，狆犻／１０），狋５＝（１３０，１００，１００）；

狉８＝（狆犻／１２，狆犻／１５，狆犻／１０），狋６＝（１２０，１４０，５０）；

布置好相机后，各个相机将得到物空间点的

像点。对像平面数据加入方差σ从０到１的随机
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误差，步长为０．０５，并利用两种算法分别重建空

间点。

对比仿真试验结果如图３（ａ，ｂ，ｃ）所示，可以

看出，加权最小二乘算法总体上优于普通的最小

二乘法，当噪声方差比较小时，两种算法的区别不

大，但是当噪声方差增大时，加权最小二乘算法更

优。同时也可以看到，两种算法的趋势基本相同。

加权最小二乘法更优的原因在于突出了不同布局

的“贡献”。

（ａ）对空间点狓坐标重建的方差

（ａ）Ｖａｒｉａｎｃｅｓｒｅｃｅｉｖｅｄｆｒｏｍ狓ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

（ｂ）对空间点狔坐标重建的方差

（ｂ）Ｖａｒｉａｎｃｅｓｒｅｃｅｉｖｅｄｆｒｏｍ狔ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

（ｃ）对空间点狕坐标重建的方差

（ｃ）Ｖａｒｉａｎｃｅｓｒｅｃｅｉｖｅｄｆｒｏｍ狕ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

（ｄ）狓坐标在不同相机数下的方差

（ｄ）Ｖａｒｉａｎｃｅｓｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆｃａｍｅｒａｓ

图３　普通最小二乘法和加权最小二乘法的比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ ｍｅｔｈｏｄａｎｄ

ｗｅｉｇｈｔｅｄｌｅａｓｔｍｅｔｈｏｄｓｑｕａｒｅ

　　为了分析像平面上误差处于同一水平时，拍

摄图片数量对两种算法的影响，将像平面上方差

σ＝０．４从３个相机逐渐增加到４０个相机，利用

两种算法分别重建空间。图３（ｄ）给出对狓坐标

的重建的比较图。

从图中可以看出，重建的误差随相机数的增

加而减小，但是当相机数增加到４０个后对精度将

不会再有大的提高。同时，加权的最小二乘法比

普通最小二乘方法更优，尤其是当相机数量较少

时，但当相机的数量较大时，两种方法结果比较接

近。

４．２　测量点距实验

首先确定相机平面上的协方差阵，在实验室

中布置如图４（ａ）的靶场。假设相机像素格的横

向和纵向无关，根据２．２节中方法，利用交比不变

性对相机进行测试，得到大恒ＤＨＨＶ３１２０ＵＣ系

列 相 机 平 面 上 的 协 方 差 阵 为

０．１２５ ０［ ］
０ ０．１３０

（ｍｍ２），其中包括各种误差源，

也包括点中心算法的误差。

为了分析普通最小二乘算法和加权最小二

乘算法的精度，设计了测量距离的比对实验，比对

距离避免了点坐标值比较所需的坐标系转换，结

果更符合实际，其实验场如图５所示；同时，其重

建的解算算法没有使用亚像素、镜头校正、束调

整、距离约束或其他优化算法，而是直接比较二者

的区别。
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（ａ）统计像面上误差的　　　（ｂ）跟踪仪和视觉系统的

靶点场 转换附件

（ａ）Ｔａｒｇｅｔｆｉｅｌｄｕｓｅｄｔｏ　　（ｂ）Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎａｃｃｅｓｓｏｒｙ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃ ｂｅｔｗｅｅｎｌａｓｅｒｔｒａｃｋｅｒａｎｄ

ｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

图４　实验室中的靶场

Ｆｉｇ．４　Ｔａｒｇｅｔｆｉｅｌｄｉｎｌａｂｏｒａｔｏｒｙ

图５　测试系统

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ

实验利用美国 ＡＰＩＴｒａｃｋｅｒ２，Ｍｏｄｅｌ：ＬＴＳ

１１００激光跟踪仪作为溯源的标准器具，在北京市

机电系统测控重点实验室对其进行了实验测试，

其精度在（５～８）×１０
－６。由于激光跟踪仪和视觉

测量系统不能统一，所以需要借助附件如图４（ｂ）

所示，经过实验室测定其加工精度为２０×１０－６，

所以激光跟踪仪的溯源精度是２０×１０－６，这样的

精度对于视觉测量系统来说，已经足够了。

首先使用激光跟踪仪测量控制场中ＡＢ，ＣＤ，

ＥＦ之间的距离，其值作为真值，其结果如表１所

示，单位是ｃｍ。利用大恒ＤＨＨＶ３１２０ＵＣ相机，

从不同的角度拍摄如图５所示的靶标４０幅，其中

人为的选择一些较偏的角度进行拍摄。分成５、

１０、２０、３０、４０幅照片，利用相机平面上的协方差

阵和各个相机的站位估计权值，分别利用普通最

小二乘算法和加权最小二乘算法解算，并和真值

进行比对，其结果列于表２。

表１　激光跟踪仪测量的基准点距（单位：ｃｍ）

Ｔａｂ．１　Ｓｔａｎｄａｒｄｐｏｉｎｔｄｉｓｔａｎｃｅｓｍｅａｓｕｒｅｄ

ｂｙｌａｓｅｒｔｒａｃｋｅｒ（Ｕｎｉｔ：ｃｍ）

ＡＢ ＣＤ ＥＦ

３７．０３１０ ２４．９７０４ ２６．０１５３

表２　测量结果比对（单位：ｃｍ）

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（Ｕｎｉｔ：ｃｍ）

相片数 线段 普通最小二乘 加权最小二乘 误差之间的差

５ ＡＢ ４０．５３ ３９．９７ ０．５６↑

ＣＤ ２７．０７ ２６．５１ ０．５６↑

ＥＦ ２３．９５ ２４．６１ ０．６６↑

１０ ＡＢ ４１．０９ ４０．５９ ０．５↑

ＣＤ ２６．４１ ２５．９１ ０．５↑

ＥＦ ２６．４４ ２６．３１ ０．１３↑

２０ ＡＢ ３８．０３ ３９．１７ １．１４↑

ＣＤ ２５．２７ ２５．１５ ０．１２↑

ＥＦ ２６．９５ ２５．３１ ０．２３↑

３０ ＡＢ ３７．５３ ３７．６７ ０．１４↓

ＣＤ ２４．８９ ２４．９１ ０．２↑

ＥＦ ２５．７５ ２５．８１ ０．０６↑

４０ ＡＢ ３６．８３ ３６．９３ ０．１↑

ＣＤ ２５．２７ ２５．４７ ０．２↓

ＥＦ ２５．７１ ２５．８３ ０．１２↑

表２中误差的差＝｜普通最小二乘法测量值

误差－加权最小二乘法误差｜。“↑”表示提高了

精度，“↓”表示降低了精度。表１中的值取四位

有效数字，表２的值取两位有效数字。从表２可

知，随着照片数量的增加，精度得到提高。但照片

数量较少时，加权最小二乘算法精度较好，虽然出

现了２次精度降低的情况，但是总体上加权最小

二乘算法较优。照片数量为５、１０、２０、３０幅时，平

均提高精度近０．４ｃｍ。

５　结　论

　　 为提高重建精度，从参数方程的角度重新审

视机器视觉系统，对相机站位和重建精度之间的

关系进行了分析，并在此基础上估计权值，将加权
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的最小二乘算法应用于机器视觉系统的三维重建

算法中。该算法的关键是对权重的估计，文中给

出了对权重计算的公式。仿真和实验结果表明，

加权的最小二乘法好于普通的最小二乘法更好，

这是因为它突出了布局较好的相机的作用，拍摄

像片数量少于３０幅的情况下有更优的精度，在距

离为３７．０３１０，２４．９７０４，２６．０１５３ｃｍ的测量中，

和普通最小二乘算法比较，加权最小二乘算法精

度提高了０．４ｃｍ，当相片数量多于４０幅时，两种

算法的精度较接近。
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●下期预告

激光粒度测量的综合反演法及其参数选择

王燕民，陈琪星，潘志东

（华南理工大学 材料科学与工程学院，广东 广州５１０６４０）

为了有效地将激光粒度仪所获得光能分布反演为颗粒粒度分布，提出了一种无模式综合反演算法，

即二阶段迭法算法。该算法综合采用了改进的共轭梯度法和松弛迭代法的优点，使用共轭梯度法作第

一步预迭代，利用其快速收敛性和解的平滑性得到第二步迭代的初始解；然后，使用正则化方法对原问

题进行修正处理以得到具有较好稳定性的正则化方程；最后，采用改进的松弛迭代法把第一步预迭代的

解作为初始解对改进后的正则化方程进行行迭代求解。对算法进行了分块操作，并对所有模块如共轭

迭代法、正则化法、松弛迭代法进行分析，指出各模块的可行性与必要性，同时进行各模块参数的独立和

综合的最优化选择。相比于单独地使用以上某一种方法，该综合方法能使解在稳定性和准确性方面同

时得到了一定程度的改进，并对单峰和多峰分布的国家标准样品及具备噪声的模拟信息测试结果具有

令人满意的分辨精度。

７７８１第８期 　　　杨　剑，等：加权最小二乘算法在机器视觉系统中的应用




